Diskreetne matemaatika ja graafid — kordamine

1. Hulgad (Sets)
- hulk on elementide (objektide) kogum [Georg Cantor, 1845-1918]
-hulk —set, element — element, member

- x € A —element x kuulub hulka 4

-|A], N(A) —hulga vdoimsus (kardinaalsus / cardinality)

- 16plikud (finite) ja 1dpmatud (infinite) hulgad / loenduvad (countable) hulgad

-P < Q - alamhulk (subset) — hulk P on on hulga Q alamhulk kui iga hulga P element on ka
hulga Q element

- tihisosata (disjunktsed) hulgad (disjoint sets)

- tithihulk (empty set) — &, universaalhulk (universal set) — I

-2, P(A) —astmehulk ( potentshulk / power set ) — hulga A kdigi alamhulkade hulk

Tehted hulkadega

-AxB={(ab)|acA &beB} - otsekorrutis (Descartes’i korrutis, Cartesian product)
(aj,ay), <aj,ay> - jarjestatud paar (ordered pair, ordered 2-tuple)

-AuUuB={x|xeAVxeB} -hulkade iihend (unioin)

-ANnB={x|xeA &xeB} -—hulkade lihisosa (1dige, intersection)

-A={x|xel &x¢A} - hulga tiiend (complement, A®)

-A\B={x|xeA &x¢B} -—hulkade vahe (difference, relative complement), (A=I1\A)

-AAB={x|(xeA &x¢B)V (xgA &xeB)} - hulkade siimmeetriline vahe

Venn’i diagramm [John Venn, 1834-1923]

Operatsioonide omadused

- Kommutatiivsus (vahetuvus, commutativity) AUB=B U A ANnB=BnNnA
- Assotsiatiivsus (ithenduvus, associativity)
Au(BuC)=(AuB)uC ANn(BNnC)=(AnB)nC
- Distributiivsus (jaotuvus, distributivity)
Au(BnC)=(AuUuB)n(AUC) ANn(BuC)=(AnB)U(ANC)
- De Morgani seadused AUB=ANB ANnB=AUB
- Idempotentsusseadus (idempotency) ANA=AUA=A
- Vilistatud kolmanda seadused AUA=1 ANA=Q
- Topelttdiendi seadus i =A
-ANG =0 AnI=A Aud=A Aul=l1
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- Neeldumisseadused

AU(ANB)=A AU(ANB)=AUB ANn(AUB)=A ANn(AUB)=ANB
- Kleepimisseadused (ANB)U(ANB)=A (AUB)N(AUB) =A
-A\B=ANB

-AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANnB)

Vastavused (Functions, Relations)
Antud 2 hulka A ja B ning reegel, kuidas hulga A elemendid on vastavuses ¢ hulga B
elementidega — ocAxB o:A—>B

Binaarsuhted (Binary Relations)

- Vastavuse ¢ erijuhtu, kus ldhte- ja sihthulk langevad kokku — D(p) = R(p) = A

- Tdhistus — R < AxA

- Mugav interpreteerida suunatud graafina — hulga A elemendid vastavad tippudele, seosed
elementide vahel vastavad kaartele

- Binaarmaatriks (naabrusmaatriks)

bi|l0] 0] 1 1
c|{{O0j|0/|O0 1
d 1 0|01
Binaarsuhete R omadused Nditegraaf
- Refleksiivsus (a) — ( VaeA [<a,a>eR]) ei
- Antirefleksiivsus (a,) — ( Va€A [<a,a>¢R]) ei
- Suhe, mis ei tdida ndudeid o; ega a,,, on mitterefleksiivne Jah
- Siimmeetria (03) — ( Va,beA [<a,b>eR — <b,a>eR] ), kusa#b ei
- Antisimmeetria (04) — ( Va,beA [<a,b>eR — <b,a>¢R] ), kusa#b Jjah
- Suhe, mis el tdida ndudeid a3 ega oy, on mittesiimmeetriline -
- Transitiivsus (o5) — ( Va,b,ce A [ (<a,b>eR & <b,c>eR ) - <a,c>eR]), ei
kus a#b, b#c, a%c
- Antitransitiivsus (o,g) — ( Va,b,ceA [ (<a,b>eR & <b,c>eR ) > <a,c>¢R]), ei
kus a#b, b#c, a#c
- Suhe, mis ei tdida noudeid o5 ega o, on mittetransitiivne Jah

2. Boole’i algebra

- Signatuur koosneb 2 binaarsest ja iihest unaarsest operatsioonist (+,°, )
-+ ja * on kommutatiivsed, assotsiatiivsed, idempotentsed ja teineteise suhtes distributiivsed
- Eksisteerivad elemendid 0 ja 1 nii, et xsx=0 ning x+x=1
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- Niited: {2A,m,u,_} — Cantori algebra / { (O,l)n,&,V,_} — loogikaalgebra
- Kaks algebrat on isomorfsed ( Aj=<M{,S;>= A,=<M,,S,>), kui
eksisteerib tiksithene vastavus ¢ nii, et @: (M[US) < (M,NS,), kus
fi(m;y,...my ) =mye < JEGmy ),y ) = jmy),
meM;, jm)eM,, fieS,, j(f)eS,
- Cantori algebra ja loogikaalgebra on isomorfsed

Loogikafunktsioonid

-f(x;,x,,...x, ), kus nii argumendid kui funktsiooni véértus kuuluvad hulka {0,1}

- Iga loogikafunktsiooni voib esitada tdevadrtustabelina n

- Erinevate loogikafunktsioonide /' (x;, x,, ... x, ) arv Kon 2

-n=1 >K=4; n=2->K=16; n=3 > K=256; n=4 — K=65536; n=5-—> K=4,3°109

Koikvoimalikud kahe muutuja funktsioonid f{x;,x,)

a |\ b\ fo | S|\ L2 | S| Sa | S5 | Ss | Sr | Ss | So | S10| S| S12 | f13 | 14 | fi5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

fp— konstant 0 _ /7 — konjunktsioon, a&b ehk a-b ehk ab

f> — implikatsiooni eitus a=b __ /3 —argumendi a vidértus

14— podrdimplikatsiooni eitus h—a f5 —argumendi b vidirtus

f¢— summa mooduliga 2, a®b [f7— disjunktsioon, avb ehk a+b

fs — Pierce'i funktsioon, a\V/b ehk alb fo— samavédrsusfunktsioon, a<>b

f70 — argumendi inversioon b f11 — poordimplikatsioon b—a

f1> — argumendi inversioon a /13 — implikatsioon a—b

f14— Shefferi funktsioon, a&b ehk alb J15 — konstant /

- Uldlevinud prioriteedid — , &, v, =, <>

Loogika pohiseadused

- Idempotentsus — a&ka=a ata=a

- Kommutatiivsus — a&b=b&a  atb=b+a

- Assotsiatiivsus — (a&b)&c=a&(b&c) (atb)tc=at(btc)

- Distributiivsus — a&(b+c)=(a&b)t(a&kc) at+(b&c)=(atb)&(atc)

- Topelteitus — 2=a

- De Morgan — a&b=a+b  atb=a&b

- Kleepimine — (a&b)+(a&b)=a  (atb)&(at+b)=a

- Neeldumine — at(a&b)=a a&(atb)=a a+(a&b)=atb  a&(at+b)=a&b
- Konstandid — ata=1 a&a=0 a&0=0 at0=a a&l=a a+l=1
- Lisateisendusi — asb=atb  a®b=(a&b)+(a&b) a<>b=(a&b)+(a&b)
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3. Graafid (Graphs)

- Leonhard Euler (1707-1783), praktiline kasutus alles 1930. alates.
- Graaf (graph) — G=(V.E)
v; € V—solmede hulk [ node, vertex (pl. vertices) ]
ep = <V;,Vj> € E — servade/kaarte hulk [ edge ]
- Silmus (loop) — serv sdlmest iseendale
- Multigraaf (multigraph) — rohkem kui iiks serv kahe sdlme vahel (mitmikserv / multpile edge)
- Lihtne graaf (simple graph) — puuduvad nii silmused kui ka mitmikservad
- Orienteerimata graaf (undirected graph) — siimmeetriline
- Orienteeritud graaf (suunatud graaf, directed graaf) — antisimmeetriline (servad)
- S6lme aste (degree) — sdlmega seotud kaarte arv
- Hiipergraaf (hypergraph) — iga servaga voib olla seotud rohkem kui kaks s6lme

- Kaalutud graaf (weighted graph, network) — reaalarv seostatud servaga (sdlmega)

- Kdik (walk) - solmede ja servade jada — ( a, <a,a>, a, <a,b>, b, <b,c>, ¢, <c,b>, b, <b,c>, ¢ )
- Rada (trail) - kéik erinevate servadega — ( a, <a,a>, a, <a,b>, b, <b,c>, ¢)

- Tee (path) - rada erinevate sdlmedega — ( a, <a,b>, b, <b,c>, ¢, <c,d>, d )

- Tsiikkel (cycle) - suletud kiik erinevate sdlmedega — ( a, <a,b>, b, <b,d>, d, <d,a>)

- Sidus graaf (connected graph) -V v;,v;eN 3 path(v;,v;),

- Mets (forest) / atsiikliline graaf (acyclic graph) — graaf ilma tsiikliteta

- Puu (tree) — sidus atsiikliline graaf — juur (root) & leht (leaf/leaves)

juur

& leht

- Tdielik graaf (complete graph) — iga kahe sdlme vahel on kaar

- Bikromaatiline graaf (bipartite graph) — sdlmed on voimalik jagada kahte riihma selliselt,
et iga serva liks otstest on iihes ja teine otstest on teises sdlmede rithmas

- Graafi tdiend (complement) — G l=(V,E),e. E'1={ <Vpp V> | <vi,vi>¢E }

- Alamgraaf (subgraph) — Gg=(Vg,Eg), VsV & EqcE

- Klikk (clique) — téielik alamgraaf

- Maksimaalne klikk — klikk, mis ei sisaldu iiheski teises klikis
(mdned autorid nimetavad ainult maksimaalseid alamgraafe klikkideks)

- Planaarne graaf (tasandgraaf, planar graph) — kujutades tasandil tikski serv ei 16iku

- Isomorfsed graafid — liksiihene vastavus sdlmede ja servade hulkade vahel
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Niiteiilesanne #1 — 3 kaevu & 3 maja, igas majast rada iga kaevuni?
Bikromaatiline graaf — kas see graaf on planaarne? Ei ole, vaja on korgemat jarku pinda!

{/Iél ﬁ él \\?
D6 e %8 % @

Niiteiilesanne #2 — Koningsbergi sillad (L. Euler 1736)
On 2 saart & 7 silda — iiletada iga sild tdpselt tiks kord, kas see on vdimalik?

Ei ole, sest saarele joudmisel peab W)

olema voimalik ka lahkuda — vaja on N ,‘
paaris arvu sildu (sdlme aste paarisarv). @v@
s \

Naiiteiilesanne #3 — poliitilise kaardi varvimine

Planaarse graafi viarvimine — mitu vérvi on vaja? nﬁ‘

Piisab neljast vérvist (tdestatud).

Suunatud graafid - sisendaste (indegree) & viljundaste (outdegree) —
sO0lme sisenevate & sdlmest viljuvate kaarte arv
alusgraaf (underlying graph) — sdlmede ja kaarte hulk sama, kuid puudub orienteeritus
Suunatud atsiiklilised graafid (directed acyclic graphs, DAGs) — osaliselt jéarjestatud hulk
jarglane (successor, descendant) — v; on jérglane vi-le kui 3 path(v;,v;)
eellane (predecessor, ancestor), otsene jirglane, otsene ecllane
polaarne s.a.g. (polar dag) — 3 léte (source) & suue (sink) (=vore)
- Intsidentsusmaatriks (incidence matrix) — |V| rida & |E| veergu
- Naabrusmaatriks (adjacency matrix) — |V| rida & veergu

. a b c d e 1 2 3 4
late
1 1 0 0 -1 -1 1 0 1 1 1
2 -1 0 0 O 2 0 O 1 0
3 0 1 1 0 3 0 0 O 1
suue
4 0 O 1 0 4 0 0 0 ©O
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Perfektsed graafid (perfect graphs)
- klikiarv (clique number) — w(G) — suurima kliki suurus
- tiikeldus klikkideks — G on tiikeldatud téielikeks mittekattuvateks alamgraafideks
- klikikate (clique cover) — G on kaetud tdielike alamgraafidega
- klikikattearv (clique cover number) — k(G) — minimaalse klikikatte (-tiikelduse) voimsus
- stabiilne hulk (stable set) — sdlmed hulgas ei ole kaarega iihendatud
- stabiilsusarv (stability number) — ou(G) — suurima stabiilse hulga suurus
- graafi varvimine (coloring) — graafi tilkkeldamine stabiilseteks hulkadeks
- kromaatiline arv (chromatic number) — ¥ (G) —
minimaalse stabiilseteks hulkadeks tiikelduse voimsus
Graafi perfektsus
- tavaliselt — ®(G) < x(G) ehk a(G) < k(G)
- perfektsed graafid — ©(G) =y(G) ehk o(G)=«(G)

o(G)=3 o(G)=1(G) & a(G)=K(G) o(G)=2
G)=2 k(G)=3
Z((G)) =2 \k/fkk Q(G) =2
G)=3

x(G)=3 Viry o(G)<x(G) & o(G)<k(G) 1©)

Kodlgraafid (kolmnurk graafid, chordal graphs) — iga tsiikkel rohkem kui kolmest sdlmest
omab koolu (chord)
Intervallgraafid (interval graphs) — sdlmed on vdimalik seada vastavusse vahemikega selliselt,

et kahe s6lme vahel on kaar, kui kaks intervalli kattuvad

Variable V0 V1 V2 V3 V4V5V6V7V8V9

sizelbit] 1 8 8 1 9 8 8 8 1 8

so [] []
L

5 i BB
: NI

» -

State

4. Graafid digitaalsiisteemide disainis

Disaini iilesanne #1 — viite leidmine ahelas

pikima tee iilesanne (ainult atsiiklilised graafid)
- s0lm — loogikaelement, sdlme kaal — viide
- kaar — iihendused loogikaelementide vahel
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Disaini iilesanne #2 — lihtimplikantide hulga minimeerimine

minimaalse klikikatte leidmine graafil

- s0lm — oluline (‘1’) sisendvektorid (minterm)

- klikk — lihtimplikant (vdimalus asendada hiiperservadega)

Impl.

0

1 2 5

6 7

8

9 |10 | 14

A1

X X

A2

A3

A4

A5

x

A6

x

Disaini iilesanne #3 — registrite sidumine

kaalutud (intervall)graafi vdrvimine

- s0lm — register, kaar — registrid on korraga kasutuses (intervallid kattuvad)

Variable V0 V1 V2V3V4V5V6V7V8V9

size[bitf] 1 8 8 1 9 8 8 8 1 8
so [I[1
Sl [1
S2 [1
S3
g s4 I
2B
S6 ]
S7 1]
S8 011
s9 [

Lahtellesanne:
intervallgraaf

% Konfliktigraaf

Varvitud graaf

Vo

1
V3

V8
Lépptulemus:
registrid &
multiplekserid

Disaini iilesanne #4 — algoritmi (automaadi) tilkkeldamine

kaalutud graafi tiikeldamine

- s0lm — olek, kaar — siire + tingimused + sagedused/tdendosused

|ahteautomaat

X4
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C(8,3)

V4,V1,V2,V5,V6,V7,V9,V0, V3, V8

Vl—f‘»

V2 8 9 9
V4—r9‘>

8

V6 —p
V7 8 8 8
vo —Spl



5. Algoritmid ja keerukus

Algoritmi keerukus — kui kaua kulub aega ja kui palju on vaja resursse?
Keerukus — O(n), O(n?), O(2"), jne.
- poliinomiaalne keerukus — P
- mitte-poliinomiaalne keerukus — NP

lahenduv poliinomiaalse ajaga, kui on voimalik dige tulemus dra arvata
- kas Pc NP v6i P=NP on siiani lahendamata!
Harude ja tokete meetod (branch and bound method) — parim tulemus
Ahne meetod (greedy method) — piisavalt hea tulemus?

Ahne meetod 1
- Vali jooksev objekt . 2 1
- suurim, véikseim, juhuslik jne.
- vali virvimata s0lm 3
3 4

- Teosta operatsioon
- sidumine, eraldamine, vérvimine jne.
- vali legaalne virv 4
- Korda kuni operatsioonid on sooritatud kdikide objektidega

- korda kuni koik solmed on véarvitud

Harude ja tokete meetod

- Vali jooksev objekt
- mis on antud kombinatsiooni korral veel kasutamata
- vali varvimata s0lm

- Teosta operatsioon

- sidumine, eraldamine, vérvimine jne.

7 "

- vali legaalne vérv
- Kui vahetulemus on halvem jooksvast parimast, siis alusta uut kombinatsiooni
- Korda kuni operatsioonid on sooritatud kdigi objektidega

- korda kuni koik s6lmed on véarvitud
- Jata jooksev parim tulemus meelde
- Alusta uut kombinatsiooni
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