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LOENGU TEEMAD

Variatsioonamplituud.

Halve ja keskmine halve.

Keskmine absoluuthalve.

Dispersioon ja standardhalve.
Variatsioonikordaja.

TSebdsovi teoreem.

Standardiseeritud skaala.

Jaotuse kuju iseloomustavad naitajad.
Statistilised momendid.

10. Kahevaartuselise tunnuse standardhalve.
11. Varieeruvus asendikeskmiste abill.
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HAJUMINE

Kui kogumi liikkmetel on uhe ja sama tunnuse arvvaartused erinevad, siis
selle tunnuse vaartus varieerub ehk hajub.
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Mood, mediaan ja aritmeetiline keskmine molemal kogumil 25.

Kumma arvukogumi hajuvus on suurem?

Vaja arvnaitajat!



VARIATSIOONAMPLITUUD

range

Variatsioonamplituud ehk haare on arvukogumi kdige suurema liikme x
ja koige vaiksema liikme X, vahe:

max

R:Xmax_x i

min

Variatsioonamplituud naitab, millistes piirides vaadeldav naitaja varieerub.
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NAIDE: NETOSISSETULEK ELANIKU KOHTA
OECD RIIKIDES

Variatsioonamplituud
1995. aastal 40,02 — 2,64 = 37,38 tuhat dollarit;
2012. aastal 78,81 — 10,15 = 68,66 tuhat dollarit.
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VARIATSIOONAMPLITUUDI PUUDUS

Variatsioonamplituud ei anna varieerumisest taielikku pilti, sest soltub
ainult kahest aarmisest vaartusest.

I ‘ ‘ ‘ ‘ I ‘ ‘ ‘ I : Variatsioon-

amplituud on sama,
aga varieerumine

F F ‘ I”I ‘ ‘ l'_> on erinev.

Vaja naitajat, mis soltuks igast Uksikust vaartusest.




HALBED ARITMEETILISEST KESKMISEST

Uksiku i-nda vaartuse erinevus ehk halve aritmeetilisest keskmisest

X, —X
Halbed voivad olla
negatiivsed positiivsed
X: < X X, > X
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Halbeid on sama palju kui vaatlusi.
Hajumise iseloomustamiseks on vaja uht naitajat.




KESKMINE HALVE

Keskmine halve? n

Il
=

Halvete aritmeetiline keskmine

Vaatame naiteks nelja arvu 2, 4, 6, 8.
Nende aritmeetiline keskmine x =5
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KESKMINE HALVE =0

Alati Zn:(xi—i):O Zn:izg+>_<+...+>_g:n>_<
i=1 i=1 n

Seda on lintne naidata. /
Zn:x—x Zx —Zx Zx—nx_ :
=1

v — i=1
n in n n X = n

i=1

= > X. —n = > X, — ) X =0
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o (%= X)
Jarelikult alati i=1 ~-0
N

Keskmine halve el kolba.



KESKMINE ABSOLUUTHALVE

Mean Absolute Deviation

Summeerida tuleks absoluutvaartused.

X, — X
Keskmine absoluuthalve MAD= Z| i |
n

Absoluutvaartuse kasutamisest valemites puutakse hoiduda:
raske teha analuutilisi arvutusi.




DISPERSIOON

Absoluutvaartuse asemel voetakse halbed ruutu.

variance

Halvete ruutude aritmeetiline keskmine on dispersioon.

dispersio hajumine.
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DISPERSIOONI PUUDUS

Naide 1: auto labisoit erinevatel kuudel. Naide 2: Tallinna Sadama aktsia hind

Labisoit, Sulgemishind,
km Kuup €

jaan 350 01.12.2020 1,83

veebr 420 02.12.2020 1,835

marts 550 03.12.2020 1,825

aprill 470 04.12.2020 1,815

Aritmeetiline keskmine 447,5 km. Aritmeetiline keskmine 1,826 €.
Dispersioon 5318,8 km>. Dispersioon 0,000055 €2.

Puudus: dispersiooni uhikuks on tunnuse X uhik ruudus.




STANDARDHALVE

standard deviation

Standardhalve on ruutjuur dispersioonist:

_ sz -%)’

O =
n

Standardhalbe uhik on sama, mis tunnusel X.

Naiteks auto 1abisoit. Tallinna Sadama aktsia hind
1.- 4. dets 2020

Aritmeetiline keskmine 447,5 km. Aritmeetiline keskmine 1,826 €.

Dispersioon 5318,8 km?. Dispersioon 0,000055 €2
Standardhalve 72,9 km. Standardhilve 0,0074 €.




STANDARDHALBE ESMAKASUTAJA

C. Darwin oli kindel, et meeste pikkus varieerub rohkem
kui maisivarte pikkus. Aga kuidas seda moota?

—V R : «f'\{:

Poordus oma noo Francis Galtoni poole. Francis Galton
1822-1911

Hajumise kvantitatiivseks kirjeldamiseks véttis Galton Inglise statistik,
matemaatik, sotsioloog,

kasutusele standardhalbe. See toimus 1860-ndate I6pus. antropoloog, psiihholoog,
geograaf, meteoroloog.
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Kummal juhul on standardhalve suurem?
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NAIDE: AKTSIATE TULUMAARADE
VOLATIILSUS

0,04
0,02
0,00
= 0,02

- 0,04+

Procter & Gamble Company

12.2014 1.2015 2.2015

Vaike volatiilsus

Standardhalve 0,0087

3.2015

0,00

- 0,02

- 0,04

0’04} ExxonMobil Corporation

0,02

12.2014 1.2015 2.2015

Suur volatiilsus

Standardhalve 0,014

3.2015




KUI STANDARDHALVE EIl SOBI, |

Tootajate palgad ja toostaaz ettevottes A.

Kumb varieerub rohkem?

Toostaaz,
Palk, eurot aastat
Aritmeetiline keskmine 1600 20
Standardhalve 400 15

Kumb on suurem: 400 eurot voi 15 aastat?

Ei saa vOrrelda.
Kuidas varieerumist vorrelda?

Standardhalbe suhe 400/1600= 15/20=
aritmeetilisse keskmisesse 1/4 3/4




VARIATSIOONIKORDAJA

coefficient of variation

Variatsioonikordaja on standardhalbe ja aritmeetilise keskmise suhe:

O

v =2
X

« Esitatakse tavaliselt protsentides.
« Naitab, mitu protsenti moodustab standardhalve aritmeetilisest keskmisest.

« Suhteline variatsioonnaitarv, ilma uhikuta.




KUI STANDARDHALVE EIl SOBI, II

Omavalitsuste tulu elaniku kohta kolmes maakonnas 2010.a

Harju Tartu Parnu
Aritmeetiline
keskmine, eurot 9272 5879 6193
Standardhalve,
eurot 2089 1586 580

Kus oli varieerumine kdige suurem?

Variatsioonikordaja 27% | 9%
"




VAATLUSTE KAUGUS ARITMEETILISEST
KESKMISEST JA STANDARDHALVE

Uksik vaatlus on harva aritmeetilisest keskmisest kaugemal kui mitmekordne
standardhalve.
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Demo: standardhalbe kordne vahemik



CDF/StandardhalbeKordneVahemik.cdf

TSEBOSOVI TEOREEM

Chebushev’s Theorem

— 1
Suvalise andmekogumi korral jadb vahemikku X =Ko vahemalt 1-— 2

kOikidest vaartustest, kus k on uhest suurem positiivne arv.

1

Vahemikust X + ko valjas on vahem kui "z koikidest vaartustest.
. _ 1 3
k=2 Vahemikus Xx*2o0 1- >z = 2 =75%
1 8

k=3 Vahemikus X+3c 1- 3 = P ~ 89%

Demo: TSebdSovi vorratus



CDF/TsebosoviVorratus.cdf

2-KORDNE STANDARDHALVE

20 X 20

% ehk 75% koikidest vaartustest jaab vahemikku X *+ 20

Ya ehk 25% koikidest vaartustest on aritmeetilisest
keskmisest kaugemal kui 2 standardhalvet




3-KORDNE STANDARDHALVE

N

30 X 30

Ligikaudu 90% kaikidest vaartustest jadb vahemikku X + 3o

Kaugemal kui 3 standardhalvet on vahem kui 10%.

Vaartus, mis erineb aritmeetilisest keskmisest ronkem kui 3
standardhalvet, on harva esinev.




TSEBOSOVI TEOREEM, KOKKUVOTE

Suvalise arvukogumi korral

Maksimaalne kaugus | Vahemikku langevate

aritmeetilisest vaartuste osakaal
keskmisest
V2 0 50%
20 5%
30 89%
40 94%
50 96%
60 97%

Ko 1-—1/k?




NAIDE TSEBOSOVI TEOREEMI KASUTAMISEST

Poes 145 paeva keskmine kaive 16 tuhat €, standardhalve 10 tuhat €.
Kui suurel osal paevadest voib kaive olla suurem kui 47 tuhat €7

X—X 47-16 31 . :
_ =—=3,1 Keskmisest kaugemal kui 30

o 10 10

Kaugemal kui 30 on 3—12 ~0,11=11% Molemal pool

0
11% 5 5%

Uhel pool

Maksimaalselt 5,5% paevadest.




NAIDE: RIIGIEKSAMI TULEMUSED, 1

Kitsas Eesti keel
matemaatika

Pille 50 80
Koik tulemused

Aritmeetiline 34,2 64,8

keskmine

Standardhalve 21,5 16,2

Pille erinevus 15,8 15,2

keskmisest

Kummas aines oli Pille tulemus silmapaistvam?

Kas matemaatikas?




Molemal juhul a — X

uhesugune

Kas vaartuse a ebatuupilisus

on molemal juhul sama?




NAIDE: RIIGIEKSAMI TULEMUSED, 2

Kitsas Eesti keel
matemaatika

Pille 50 80
Koik tulemused

Aritmeetiline 34,2 64,8
keskmine
Standardhalve 21,5 16,2
Kummas aines oli Pille tulemus silmapaistvam?
Pille erinevus 15,8 15,2
keskmisest

erinevus keskmisest 15,8 N 15,2

standardhalve ﬁ ~0,73 16.2 ~ 0,94

Eesti keeles oli tulemus silmapaistvam



STANDARDISEERITUD VAARTUS

Z-SCcore

Standardiseeritud vaartus naitab, mitmekordse standardhalbe o
kaugusel aritmeetilisest keskmisest X asub vaadeldav vaartus X
L X% X

O

Naiteks arvud {0,8; 3,4, 6, 8,6; 9,9} toorskaalas

X=0, o=2,6
Toorskaala 0,8 3,4 6 86 9.9 raw scale
=
Standardiseeritud skaala -2 17 0 79 7 1.5 standardized scale

T




NAIDE: EESTI TEISTE EUROOPA RIIKIDE SEAS
2011 JA 2023

SKP elaniku [Toojou tootlikkus, tuh
kohta, tuh € |€ aastas tootaja kohta
Aasta 2011 | 2023 2011 | 2023
Aritmeetiline keskmine
Euroopas 221 33,1 52,6 71,2
Standardhalve Euroopas 15,5 23,8 33,1 39,7
Eesti 91 21,2 28,7 55,4
Eesti standardiseeritud 0|
vaartus 0,84 -0,5 -0,72 -0,40
Lskpoor1 = 9’]:-]_5’252,1 ~ _0’84 LriT 2011 = 26 23,52’ ° ~—0,72
Lskpoo23 = <L 53’ 53,1 ~—0,50 L1312023 = 55’§9, ;1’ - ~—0,40




NAIDE: SUREMUS EUROOPAS AASTATEL 2018-
2021, STANDARDISEERITUD SKAALAL

— Pooled deaths Normal range -=-=: Baseline -=-=: Substantial increase

Corrected for delay in registration

All ages

20 - q

40 -

30 -

Z-Score

Allikas: European mortality monitoring activity EUROMOMO, https://www.euromomo.eu/



JAOTUSE KUJU
ISELOOMUSTAVAD
NAITAJAD




ASUMMEETRIA

Asummeetria on jaotuskdvera maksimumi korvalekaldumine summeetriateljest.
Kui jaotuskdvera maksimum (mood) on summeetriateljest (mediaan) paremal
pool, on tegemist on negatiivse ehk vasakkaldelise asummeetriaga.

Kui maksimum on summeetriateljest vasakul, on tegemist positiivse ehk
paremkaldelise asummeetriaga.

Negatiivhe Siummeetriline Positiivne
asummeetria asummeetria

U
M




ASUMMEETRIAKORDAJA

skewness
Arvukogumi asummeetriat iseloomustab asummeetriakordaja

1 3
A:nTﬁZ(Xi_X)

Negatiivne Siummeetriline Positiivne

asummeetria A asummeetria




NAIDE: AUDI MUDELITE HINDADE JAOTUS
EESTIS 2015

Sagedus
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NAIDE: EESTI SKP MUUTUS KVARTALIS
1995-2020

60

.,  Asummeetriakordaja -2,9

40
(7))
=
o 30
o0
(¢v)
(Vp)

20

) l

0 ] _ ——
cg\o (8\0 b?\o ’ﬁ\o Qo\o rﬁ\o bo‘\o %o\o
& & & 0\3‘9 o\o@ o\o@ o\o‘g\'
® S* Ny 2 S v v

SKP muutus kvartalis, %




PUSTAKUS kurtosis

Jaotuse pustakust iseloomustab juhusliku suuruse ekstsess E (kurtosis), mida
vOib nimetada ka pustakuse kordajaks

14 Z(Xi _Y)4_3

No

E =

E >0 E =0 E <0

Pustakas Lame




ASUMMEETRIA JA PUSTAKUSE

KOMBINATSIOONID
1 b
(a) o (b)
E >0
A<
E <0
(c) (d)
A=0
E =0
A>0
E<O

Demo: asummeetria ja pustakus



CDF/AsymmeetriaJaPystakus.cdf

?

Jaotuse asummeetriakordaja on 1,4 ja pustakuse kordaja 1,3.
Milline diagramm kirjeldab seda jaotust?

1




NAIDE: EUROOPA RIIKIDE ANDMED AASTAL
2023

SKP elaniku kohta, tuh € Tébtuse maar, %
A=1,3
E=1,6 A=1,2
E=19
| | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 2 4 6 8 10 12 14
Toojou tootlikkus, tuh € aastastootaja Rahvastiku mediaanvanus
kohta
A=1,3 A=-0,60
E=1,9 E=0,81
| e .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 38 40 42 44 46 48 50




STATISTILISED MOMENDID




MOMENT

Tunnuse k-ndat jarku moment vaartuse a suhtes on vaartuste x; ja arvu a
vaheliste halvete k-ndat jarku astmete aritmeetiline keskmine:

k
X —a
Mk — Z( | )
n
. DX
Algmoment, kui a=0 m, = raw moment
n
—\k
i _ Xi — X
Keskmoment, kui a=X L, = Z( =% central moment




VAADELDUD NAITAJAD KUI MOMENDID

X.
Aritmeetiline keskmine X = L 1. jarku algmoment
n
—\2
X — X
Dispersioon o’ = Z( ' ) 2. jarku keskmoment
n
Z(Xi o Y)3
Hs = - 3. jJarku keskmoment

Asummeetriakordaja A=

13 Z(Xi _Y)BZ&

3
No o)




2. JARKU TINGMOMENDI MINIMEERIMINE
(% _a)z

n
Millise a vaartuse korral on M(a) minimaalne? M(a) -> min

Vaatleme 2. jarku tingmomenti M(a)= Z

Tuleb leida tuletis a suhtes ja panna see vorduma 0-ga.

dM@) 1 d

= e ax-a) ==Y (x —a) =23 (x ~a)-)

n da N




VARIEERUMINE JA ARITMEETILINE KESKMINE

Aritmeetilise keskmise uus tolgendus:

Aritmeetiline keskmine on tunnuse selline vaartus, mille suhtes on
varieerumine (ruutkeskmise halbe mottes) kdige vaiksem.

Il
X

M(a)= Z(Xin_ a)2 M(a) -> min a

2
e dispersioon

M (X)= Z(Xin_ X)




KAHEVAARTUSELISE
TUNNUSE
STANDARDHALVE




KAHEVAARTUSELINE TUNNUS

Sugu: mees naine
Toohoive:  tootab el toota
Kas te omate eramut? jaa el
Kas te pooldate ...... ? jaa el
Kodeeritakse 0 1




KAHEVAARTUSELISE TUNNUSE ARITMEETILINE
KESKMINE

Kahevaartuselise tunnuse {0, 1} aritmeetiline keskmine on
_ m
X = p ———
n

kus n on kogumi maht, m Uhtede arv ja p Uhtede osakaal kogumis.

Naiteks 10 vaartust: 0,0, 1,1,0,1,1,1,0

Aritmeetiline Y_O‘|‘O—|‘:|.—|‘1-|—O‘|‘1‘|‘1‘|—1‘|‘O_ 5

keskmine 10 10 =05




KAHEVAARTUSELISE TUNNUSE DISPERSIOON JA
STANDARDHALVE

Kahevaartuselise tunnuse dispersioon on
o’ =p(l-p)

ja standardhalve
o =p(-p)

Naide: tootuse maar Eestis 2022.

meeste hulgas 6,3% o =4/0,063-(1-0,063) ~ 0,243

naiste hulgas 5,4% o =4/0,054-(1-0,054) ~ 0,226




DISPERSIOONI SOLTUVUS OSAKAALUST

o’ = p(l— p) =P — p2 Parabool, mille maksimumkoht on p=0,5.

2

02 04 ! 06 08 10
0,5




VARIEERUVUS
ASENDIKESKMISTE ABIL




STANDARDHALBE TUNDLIKKUS
EKSTREEMSETE VAARTUSTE SUHTES

Standardhalve iseloomustab halbeid aritmeetilisest keskmisest.
Aritmeetiline keskmine on tundlik ekstreemsete vaartuste suhtes =>
Standardhalve on tundlik ekstreemsete vaartuste suhtes.

1,1 1,1

1,5 1,5

2,1 2,1

2,4 2.4

3 10

Aritmeetiline keskmine 2,02 3,42
Standardhalve 0,668 3,321
Variatsioonikordaja 33% 97%

Ekstreemsete vaartuste esinemisel voib varieerumise iseloomustamiseks
kasutada asendikeskmiste pohjal leitud naitajaid.




KVARTIILHAARE

interquartile range

Kvartiilhaare on kolmanda kvartiili Q5 ja esimese kvartiili Q, vahe:

IQR :Qg _Q1

Kvartiilhaarde sisse jaab alati jaab 50% variatsioonrea vaartustest.




NAIDE: KESKMISE KUUPALGA KVARTIILHAARE

Keskmine kuupalk (eurot) Eesti ettevotetes 2013-2017

e 2013 2014 2015 2016 2017

3. kvartiil

Mediaan 430 440 470 520 560
1. kvartiil

Kvartiilhaare 490 | 470 3% | 410 | 450

Allikas: Eesti Statistikaamet, tabel EM024: Ettevotete asendikeskmised suhtarvud (kvartiilid, mediaan)




KARPDIAGRAMM

kvartiilhaare

-

-~

3. kvartil

mediaan

1. kvartiil

boxplot




NAIDE: KESKMISE KUUPALGA KARPDIAGRAMMID

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

2013 2014 2015 2016 2017




NAIDE: PEREDE KULUD ERINEVATELE HUVISTELE

2012. aasta Eesti - Karp-vurrud diagramm box and whisker
leibkonnauuring, ~ s
9080 peret 5000

4000 erindid_J :

Kulud pereliikme

kohta aastas, eurot 3000
2000 1 5 kvartiil-
haaret
1000 %

Toit Sideteenused




DETSIILHAARE

. L _ . interdecile range
Detsiilhaare on 9. detsiili Dy ja 1.detsiili D, vahe:

IDR =D, - D,

Mitu protsenti kdikidest vaartustest jaab detsiilhaarde sisse?

Detsiilhaarde sisse jaab alati 80% variatsioonrea vaartustest.




NAIDE: DETSIILHAARE

Sissetulekute jaotus moningates Euroopa riikides: sissetulek uhe inimese
kohta (tuh eurot).
2023. a. andmed

| Belgia | Kreeka [Hispaania Portua

1.detsill 16,7 4,8 8,1
5. detsill (mediaan) 29,0 10,1 18,3 11,8
9. detsill 46,0 18,5 35,9 25,2

Millises riigis on sissetulekute varieerumine kdige suurem?

Allikas Eurostat. Distribution of income
by quantiles




NAIDE: SUHTELINE DETSIILHAARE

Sissetulekute jaotus moningates Euroopa riikides: sissetulek uhe inimese
kohta (tuh eurot).
2023. a. andmed

| Belgia | Kreeka [Hispaania Portua

1.detsill 16,7 4.8 8,1

5. detsill (mediaan) 29,0 10,1 18,3 11,8
9. detsiil 46,0 18,5 35,9 25,2
suhteline

detsiilhaare 1,01 1,37 1,52 1,64

Allikas Eurostat. Distribution of income OO
. D S
by quantiles 5




MIDA VAATASIME?

Variatsioonamplituud R = Xpax = X

2 _ Z(Xi _)_()2

Dispersioon o

9

JZ(xi -

Standardhalve n

Variatsioonikordaja V =

|| Q

Varieerumise vordlemiseks kdige sobivam

TSebOSovi teoreem Vahemikust X £ko valjas vahem kui}ﬁz

Standardiseeritud skaala z, =-

o)
Jaotuse kuju: asummeetriakordaja ja pustakus /L /\ ,J\ /\

PRY
Statistilised momendid M, = Z(Xin )

Kahevaartuselise tunnuse standardhalve o =./p(1- p)

Varieeruvus asendikeskmiste abil: kvartiilhaare, karpdiagramm, detsiilhaare
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