TOENAOSUSTEOORIA JA MATEMAATILINE
STATISTIKA

Toendosusteooria uurib massiliselt toimuvates juhuslikes nahtustes esinevaid (Uldisi seaduspadrasusi
s6ltumatult nende nahtuste konkreetsest olemusest.

Statistika on teadus, mis kasitleb katse- vOi vaatlusandmete kogumise, klassifitseerimise ja oluliste
karakteristikute eraldamise meetodeid.

SUNDMUSE TOENAOSUS JA SELLE LEIDMINE
1. ELEMENTAARSUNDMUSTE RUUM. JUHUSLIKUD SUNDMUSED

TOendosusteoorias mdistetakse katse all teatud tingimuste kompleksi realiseerumist, mille tulemusena vdivad
toimuda mingid siindmused.

Definitsioon 1.1: Juhuslik katse on igasugune tegevus, mille tulemus ei ole antud tingimustes Uheselt
madratud.

Naiteks margi tabamine tulistamisel, mille puhul katseks on tulistamine ja siindmuseks margi tabamine.

Iga katse korral voib leida mingi Uksteist valistavate sindmuste (vt. kdesolevat paragrahvi edasi) hulga nii, et
katse tulemusena tingimata toimub (ks neist sindmustest. Niisugust hulka nimetatakse antud katsega seotud
elementaarsiindmuste ruumiks (tdhis Q) ja ruumi kuuluvaid siindmusi elementaarsiindmusteks (tdhis ).
Elementaarsiindmusi @ nimetatakse ruumi Q elementideks.

Toome tdpsema elementaarsiindmuste definitsiooni
Definitsioon 1.2: Juhusliku katse voimalikke tulemusi nimetatakse elementaarsiindmusteks.

Elementaarsiindmuse kohta voib ka 6elda, et ta on niisugune siindmus, mis osaslindmusteks enam ei lahutu.
Elementaarsiindmuses soltuvad sellest, mida katse tulemusena ,kirja pannakse”. Seega vGib sama reaalse
katse korral vaadelda erinevaid elementaarteisenduste ruume.

Niide 1.1: Mindiviise. Tavaliselt vaadeldakse Q = {vapp, kiri}. SBltuvalt katse sooritamise viisist, eesmargist
ja kasutatavast mindist vdib modnikord olla vajalik ka vaadelda olukorda, kus v&imalikeks
elementaarsiindmusteks on Q' = {vapp, kiri, serva peal} véi Q" = {lapiti,serva peal}. Viimasel juhul
huvitab meid ainult see, kas miint jaab serva peale seisma vdi mitte.

Nadide 1.2: Katse seisneb taringu viskamises. Katse tulemuseks saame teatud silmade arvu. Sel juhul koosneb
elementaarsiindmuste ruum kuuest elemendist (elementaarsiindmusest): @, — tdringul tuleb tks silm, @, -

kaks silma, @,— kolm silma, @,— neli silma, @;— viis silma, @,— kuus silma. Selles ndites on
elementaarsiindmuste ruum loplik hulk.



Ndide 1.3: Marki tulistatakse Uksiklaskudega kuni esimese tabamiseni. Voimalikud on jargmised
elementaarsiindmused: @, — tabamine esimesel tulistamisel, @w,— mdddalaskmine esimesel ja tabamine

teisel tulistamisel, @, — mdéddalaskmine esimesel ja teisel tulistamisel ning tabamine kolmandal tulistamisel

jne. Siin koosneb elementaarsiindmuste ruum Idpmatust arvust elementidest, neid kdiki voib nummerdada,
s.t. elementaarsiindmuste ruum on selles naites loenduv hulk.

Ndide 1.4: Juhuslikult visatakse kuuli maha joonistatud ringi. Eeldame, et kuul sattub igal viskel ringi. Ringi
igale punktile M seame vastavusse katsetulemuse a)(M )— kuuli puutepunkti ringiga. Katsetulemuste a)(M)

hulk moodustab elementaarsiindmuste ruumi, mis sisaldab mitteloenduva hulga elementaarsiindmusi .
Niisugust ruumi nimetatakse pidevaks.

Naide 1.5: Kardipakk peale kaartide segamist. Olgu pakis on K kaarti. Kaardipakki vOib seega vaadelda kaartide
hulga {1,---,K} jarjestusena. Seega iga elementaarsindmus on hulga {1,:--,K} permutatsioon,
elementaarsindmuste ruumi vdimsus on siis K.

Olgu Q mingi katsega seotud elementaarsindmuste @ ruum. Ruumi € elementaarsiindmuste igale
alamhulgale vastab nn. juhuslik sindmus, mille toimumine katse tulemusena seisneb sellesse alamhulka
kuuluva mingi elementaarsiindmuse @ toimumises. Juhuslikke siindmusi tdhistatakse ladina tahestiku
suurtahtedega.

Seega vOib tdendosusteoorias igat katset kirjeldada elementaarsiindmuste hulgaga Q ja selle hulga
alamhulkade mingi klassiga (klass on hulk, mille elementideks on hulgad) U. Neid alamhulki nimetataksegi
juhuslikeks siindmusteks.

Elementaarsindmusi, mis kuuluvad juhuslikku slindmusse A, nimetatakse siindmuse A toimumise suhtes
soodsateks siindmusteks. See tdhendab, et katse tulemusena juhuslik sindmus A toimub, kui leiab aset mingi

sindmus vaadeldava siindmuse suhtes soodsate siindmuste hulgast ja ei toimu vastupidisel juhul.

Iga elementaarsiindmus on samuti juhuslik siindmus. Kogu ruum € on siindmus, mis katse tulemusena
tingimata toimub. Niisugust sindmust nimetatakse kindlaks siindmuseks.

Juhuslikke siindmusi kujutatakse geomeetriliselt punktihulkadena piirkonnas . Kindlale siindmusele vastab

kogu piirkond Q.

Definitsioon 1.3: Kaht v4i enamat juhuslikku sindmust nimetatakse vordvdimalikeks, kui tingimused nende
siindmuste toimumiseks on tGhesugused.

Definitsioon 1.4: Kaht sindmust nimetatakse vordseteks (samavaarseteks) ja kirjutatakse
A=B,
kui need siindmused koosnevad ruumi Q kuuluvatest samadest elementaarsiindmustest.



Naiteks mingi seade koosneb n jadailhendusega blokist. Mingi bloki riknemine tdhendab kogu seadme
riknemist. Sindmus A — vahemalt tGihe bloki riknemine, ja sindmus B — seadme riknemine, on vordsed.

Definitsioon 1.5: Kaht siindmust A ja B nimetatakse mittevalistavateks siindmusteks, kui Ghe slindmuse
toimumine ei valista teise siindmuse toimumist. Ehk teisiti, sindmusi A ja B nimetatakse mittevalistavateks,
kui leiduvad elementaarsiindmused, mis kuuluvad tGheaegselt nii sindmusele A kui ka sindmusele B.

Q

v

Naditeks kahe taringu viskamisel olgu siindmus A Uhel taringul kolme silma esiletulek ja sindmus B teisel
taringul kolme silma esiletulek. Sel juhul on siindmused A ja B mittevalistavad.

Lause 1.1: Siindmused moodustavad mittevalistavate siindmuste sitsteemi, kui vahemalt kaks sindmust
sellest slisteemist on mittevalistavad.

Naiteks tulistatakse kolm korda marki. Olgu siindmus A tabamine esimesel tulistamisel, A, tabamine teisel
tulistamisel, A, tabamine kolmandal tulistamisel. Sindmused A, A,, A, moodustavad mittevdlistavate
sindmuste slsteemi.

Definitsioon 1.6: Kaht siindmust A ja B nimetatakse teineteist valistavateks, kui Ghe siindmuse toimumine
vélistab teise siindmuse toimumise. Ehk teisiti, sindmusi A ja B nimetatakse teineteist valistavateks, kui ei
leidu Gihtegi elementaarsiindmust, mis kuuluks Gheaegselt nii sindmusele A kui ka B.

Q

Naiteks saabus kauplusesse partii ihesuguse tegumoe ja suurusega, kuid erinevat varvi kingi. Siindmus A —
juhuslikult véetud karbis on mustad kingad, siindmus B — karbis on valged kingad. Slindmused A ja B on
teineteist valistavad sindmused.

Definitsioon 1.7: Slindmuste sisteemi A, A,,..., A, nimetatakse liksteist valistavate siindmuste slisteemiks,
kui iga kaks slisteemi kuuluvat sindmust on teineteist valistavad siindmused.

Definitsioon 1.8: Uksteist vilistavate siindmuste susteemi A, A ,.., A, nimetatakse taissisteemiks
(taielikuks stisteemiks), kui katse tulemusel toimub tingimata Uiks ja ainult Gks nendest siindmustest.



lImselt peab ruumi Q iga elementaarsindmus @ kuuluma ainult Uhte tadisslisteemi slindmustest

AAL A,

Ac

Naiteks tulistatakse kolm korda marki. Olgu sindmus A — moddalask, B — ks tabamine, C — kaks tabamist, D —
kolm tabamist. Sindmused A, B, C, D moodustavad taisslisteemi.

Antud katsega seotud kodigi elementaarsiindmuste hulk moodustab alati siindmuste tadisslisteemi.

Definitsioon 1.9: Siindmust B nimetatakse siindmuse A jarelduseks, kui sindmuse A toimumisest tuleneb
siindmuse B toimumine.

Hulgateoreetilises sdnastuses tahendab see, et hulk A on hulga B alamhulk: AcB.

Naiteks tahendagu katse tulemus kahe taringu viskamisel saadavat silmade arvu. Olgu siindmus B — silmade
arv on paarisarv, sindmus A — silmade arv jagub neljaga. Siindmus B on stindmuse A jareldus.

Q

Lause 1.2: Igale siindmusele A vastab selle vastandsiindmus A, mille toimumine tihendab sindmuse A
mittetoimumist. Stindmus A koosneb ruumi Q kdigist nendest elementaarsiindmustest, mis ei kuulu
siindmuse A koosseisu.

|

Naiteks tulistatakse marki kolm korda. Stindmus A — vihemalt ks tabamine, ja sindmus A— kdik kolm
moddalaskmist, on vastandsiindmused.

Vastandsiindmuste A ja A paar on kahest siindmusest koosneva taisstisteemi lihtsaim juht.
Definitsioon 1.10: Kindla sindmuse Q vastandsiindmust Q nimetatakse vdimatuks siindmuseks. Ehk teisiti,

sindmust nimetatakse voimatuks, kui ta ei saa katse tulemusel toimuda. Vdimatu siindmus ei sisalda thtegi
elementaarsindmust. Sellele vastab nn. tihi hulk &, mis ei sisalda Ghtegi elementi.



2. TEHTED SUNDMUSTEGA. SUNDMUSTE HULGAALGEBRA

Sindmused on hulgad, seega saab neile rakendada ka hulgateoreetilisi tehteid: ihend, Ghisosa, tdiend jne.
Jargnevad definitsioonid annavad neile tehetele téendosusteoreetilise interpretatsiooni.

Definitsioon 2.1: Sindmuste A ja B summaks nimetatakse siindmust C, mille puhul toimub kas siindmus A voi
sindmus B v6i mélemad (“A véi B véi mdlemad”).
Stindmuste summat tahistatakse

C=A+B vdi C=AUB.

Sindmus A+ B saadakse seega slindmustesse A ja B kuuluvate elementaarsiindmuste ihendamisel.

0

Mérkus: Uldiselt sindmuste A, A,,..., A, summaks nimetatakse sindmust C, mis seisneb vdhemalt Ghe

siindmuse toimumises nendest sindmustest. Summat tahistatakse
n n
C=>A vii C=JA .
k=1 k=1

Lause 2.1: Kui sindmused A, A, ..., A, moodustavad tdissiisteemi, siis nende siindmuste summa on kindel

siindmus, s.o.

ZAFQ.

Definitsioon 2.2: Slindmuste A ja B vaheks nimetatakse siindmust, kui toimub slindmus A ja ei toimu sindmus
B.

Sindmuste vahet tahistatakse
C=A-B vdi C=A\B.

¢

Naitena vaatleme kahe tdringu viskamist. Olgu siindmus A — kahe taringuga saadavate silmade summa on
paarisarv, siindmus B — kummalgi taringul on paarisarv silmi. Nlld tahendab sindmus A—B, et kummalgi
taringul on paaritu arv silmi.

Definitsioon 2.3: Siindmuste A ja B korrutiseks nimetatakse siindmust C, mille puhul toimub nii sindmus A kui
ka sindmus B (“A ja B”).



Sindmuste korrutist tahistatakse
C=AB vdi C=A[B.

Seega koosneb siindmus AB nii sindmusele A kui ka sindmusele B kuuluvatest elementaarsiindmustest.

y

Mairkus: Uldiselt siindmuste A, A, .., A Kkorrutiseks nimetatakse sindmust C, mis seisneb kdigi nende

0

siindmuste toimumises. Korrutist tahistatakse

C=ll[A( ol C:rn]A(.

Lause 2.2: Kui sindmused A, A, ,..., A, moodustavad tdisslisteemi, siis iga suvalise siindmuse B puhul

B:Zn:BAk.

Suvaliste sindmuste A ja B puhul kehtivad valemid

A+B=AB, AB=A+B,
mida nimetatakse duaalsusseosteks ja mis valjendavad nn. duaalsusprintsiipi, mille jargi vastandsiindmusele
Ule minnes asendub siindmuste summa nende korrutisega ja vastupidi.

Duaalsusseosed vdib lldistada suvalise I16pliku arvu sindmuste A, A,, ..., A, juhule:

>A=TTA. TJA=A.

Kui ruum Q on pidey, siis on selle ruumi kdigi véimalike alamhulkade klass tékestamata. Siis piisab praktikas
vaadelda ruumi Q alamhulkade kitsamat klassi U, mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1) QeU (Q onkindel sindmus),

2) JeU (I onvdimatu siindmus),

3) kui AeU,siiska A=Q\AeU,

4) kui AeU,BeU,siiska AUBeU,ANBeU.

Definitsioon 2.4: Alamhulkade klassi U, mis rahuldab tingimusi 1) — 4), nimetatakse hulgaalgebraks.
Juhul, kui Q on I6plik, on siindmuste hulk U samane Q kdigi alamhulkade klassiga.

Definitsioon 2.5: Mittetlhja slindmuste hulka U, mis rahuldab tingimusi:
1) kui AeU, siiska AcU,
2) kui AeU,BeU,siiska ALUBeU

nimetatakse slindmuste hulgaalgebraks.

Tihti tehakse juhuslik katse, mille kdigus md6detakse mingit suurust X. Elementaarsiindmusteks on stindmused
X =X, kus x on mingi fikseeritud vaartus. Siin on loomulik samastada elementaarstindmuste ruumi Q sirge



punktihulgaga. Kui on teada, et suurus X voib omandada vaartusi ainult mingitest hulkadest, siis neid hulki
tulebki vaadelda elementaarsiindmuste ruumina Q. MGG6tmisprotsessis on loomulik jalgida niisuguseid
juhuslikke stindmusi a< X <b, kus a<b (a ja b on suvalised reaalarvud, ka l6pmatud). Kirjeldatud
poolldikude kdikvdimalikke 10plikke summasid vOib vaadelda antud katsega seotud siindmuste
hulgaalgebrana.

3. SUNDMUSE SAGEDUS JA SELLE OMADUSED
Olgu tegemist katsete seeriaga, mis koosneb n katsest. Igal katsel v6ib siindmus A toimuda voi mitte.

Definitsioon 3.1: Sindmuse A sageduseks antud katsete seerias nimetatakse sindmuse A esinemiste arvu ja
kdigi katsete arvu suhet.

Siindmuse A sagedust tahistatakse P*(A). Seega

m
P*(A)=—,

(m)=T

kus m on siindmuse A esinemiste arv ja n on kdigi katsete arv.

Sageduse omadused
1) 0<P*(A)<1 (sindmus A vib n katse puhul toimuda 0 kuni n korda, s.t. 0<m<n).

2) P"(Q)=1 (kindla sindmuse sagedus on 1).

3) P"()=0 (vdimatu sindmuse sagedus on null).
Kui sindmused A ja B on teineteist vdlistavad, siis
4) P*(A+B)=P*(A)+P*(B).

* m . * k . . . e g .. .
Téestus: Olgu P"(A)=— ja P"(B)=—. Kuna A ja B on teineteist vilistavad siindmused, siis puuduvad
n n

katsed, mille korral siindmused A ja B oleks toimunud samaaegselt. Seega saab slindmuste summa
definitsiooni pohjal 6elda, et sindmus A+ B toimus m+Kk korda ja jarelikult

P (A+B)="K_ M K _pr(a)1p(B).

n n n

Definitsioon 3.2: Sindmuse A sagedust tingimusel, et sindmus B toimus, nimetatakse siindmuse A tinglikuks
sageduseks P*(A|B).

Stindmuse A tinglik sagedus avaldub kujul
P*(AB)

P*(A|B):—P*(B) : (3.1)

* m . * k .. . .
Téestus. Olgu P"(B)=— ja P"(AB)=—. Kuna siindmus B toimus m katses ja omakorda nendest m katsest k
n n
. k
katses toimus siindmus B koos siindmusega A, siis P (A|B):—. Asetades eelnevad sageduste vaartused

m

k
seosesse (1), saame samasuse — =
m

3\3|3\7\—



4. SUNDMUSE TOENAOSUS

Sindmuse sagedus on maaratav vaid parast katseid. Kuna eri katseseeriate puhul saadakse erinevaid tulemusi,
siis ei ole sagedus sindmuse kdige paremaks iseloomustajaks. Kuid vdib tdahele panna, et pikas katseseerias
sagedus stabiliseerub, kdikudes mingi konstantse vaartuse p Umber. Nii jduame tdendosuse statistilise
definitsioonini:

Definitsioon 4.1: Juhusliku siindmuse tdendosuseks nimetatakse konstanti, mille imber grupeeruvad selle
sindmuse sagedused katsete arvu suurenedes.

Eelnev definitsioon iseloomustab kiill tdendosuse maistet, kuid ei anna votteid téendosuse arvutamiseks. Seda
vGimaldab teha tdendosuse klassikaline definitsioon (e. Laplace’i mudel):

Definitsioon 4.2: Siindmuse A tdendosuseks nimetatakse suurust

kus n on koikide vordvdimalike elementaarsiindmuste arv ja m on sindmuses A sisalduvate
elementaarsiindmuste arv (m on n.-0. soodsate elementaarsiindmuste arv).

Tuletame meelde, et elementaarsindmus on niisugune stindmus, mis osasindmusteks enam ei lahutu.
Elementaarsindmused on vordvdimalikud, kui sisulistel kaalutlustel ei saa lugeda lihe elementaarsiindmuse
toimumise vodimalikkust erinevaks teise elementaarsiindmuse toimumise voimalikkusest. Klassikaline
definitsioon vdimaldab tdendosust arvutada ilma katseid tegemata. Selle definitsiooni puuduseks on
elementaarsiindmuste vordvdimalikkuse ndue.

5. UKSTEIST VALISTAVATE SUNDMUSTE LIITMISTEOREEM

TGendosuse statistilise definitsiooni alusel ja ldhtudes siindmuse sageduse omadustest, tuuakse sisse viis
téendosusteooria aksioomi (neist viimane jargmises punktis). Niisuguse idee pohjal Ulesehitatud
téendosusteooria aksiomaatika tagab teeria kooskdla katsetega.

Aksioom 5.1: 0< P(A)SL
Aksioom 5.2: P(Q) =1.
Aksioom 5.3;: P (@) =0.

Aksioom 5:4. Kui sindmused A ja B on teineteist valistavad, siis nende summa tdéenaosus avaldub kujul
P(A+B)=P(A)+P(B).

Viimase uldistuseks on tiksteist valistavate sindmuste liitmisteoreem:

P(A+A +..+A)=P(A)+P(A)+..+P(A).

Tuletame meelde, et Uksteist vdlistavad siindmused A, A, ,..., A moodustavad tdieliku siisteemi, kui katse

tulemusena toimub neist tingimata iiks ja ainult tiks. Seega taieliku siisteemi korral P(A +A, +..+ A )=1.

Jareldus 5.1: Kui Uksteist valistavad sindmused A, A, ,..., A, moodustavad tadieliku sindmuste siisteemi, siis
vastavalt eelnevale valemile ning liitmisteoreemile



P(A)+P(A)+..+P(A)=1.

Jareldus 5.2: Kuna vastandsiindmused moodustavad taieliku sisteemi, siis on nende tdendosuste summa
vordne (ihega:

P(A)+P(A)=1 ja P(A)=1-P(A).

6. KORRUTAMISTEOREEM

Defineerime tingliku tdendosuse analoogiliselt sellele, kuidas oli defineeritud ihe siindmuse tinglik sagedus
teise siindmuse toimumisel.

Definitsioon 6.1: Sindmuse A tdendosust, mis leitakse tingimusel, et toimub teine slindmus B, nimetatakse
sindmuse A tinglikuks tdendosuseks slindmuse B suhtes ja tahistatakse P(A|B).
Siinjuures eeldatakse, et P(B)#0.

Toetudes punkti 3 valemile (3.1), tuuakse sisse tdendosusteooria viies aksioom:
P(AB)=P(A)-P(B|A)=P(B)-P(AB). (6.1)

Viienda aksioomi lldistuseks n siindmusele on korrutamisteoreem:

P(AA..A)=P(A)-P(A|A)-...P(A|AA..A,).

Definitsioon 6.2: Kui P(A|B): P(A) ja P(B|A): P(B) ehk siindmuse B toimumine ei muuda siindmuse A

tdendosust ja vastupidi, siis neid kaht siindmust nimetatakse teineteisest sdltumatuteks.

Séltumatute siindmuste A ja B korral on viies aksioom esitatav kujul
P(AB): P(A)~ P(B).

Nadide 6.1: Vaatlused on naidanud, et iga-aastasel maratonijooksul Iabib 90% osavdtjatest ¥, distantsist ja 80%
kogu distantsi. Leida tdendosus, et ¥ distantsist labinud sportlane [6petab jooksu.

Lahendus.

Sindmus A:  sportlane on labinud ¥ distantsist; P(A)=0,9.

Sindmus B:  sportlane I6petab jooksu.

Stindmus AB: sportlane on ldbinud ¥, distantsist ja Idpetab jooksu; P(AB) =0,8.

Sindmus B|A: sportlane I6petab jookse tingimusel, et ta on labinud ¥ distantsist.
Valemist (6.1) saab:

oo

P(BA)= PP((A;')) =%zo,89.



7. UKSTEIST MITTEVALISTAVATE SUNDMUSTE SUMMA TOENAOSUS

Teoreem 7.1: Kahe teineteist mittevalistava siindmuse summa tdendosuse kohta kehtib jargmine:
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB). (7.1)

Teoreemi geomeetrilist tahendust vdib illustreerida jargmiselt:

Joonisel olev oranz osa tuleb arvesse votta liks kord. Tdlgendades hulkasid A ja B piltlikult marklaudadena,
oleks Ghisosa kohal muidu kahekordne marklaud.

Vastandsiindmusele iile minnes voib valemi (7.1) asemel kasutada jargmist valemit:
P(A+B)=1-P(AB).
Kolme iiksteist mittevidlistava siindmuse puhul
P(A+B+C): P(A)+ P(B)+ P(C)—P(AB)—P(AC)—P(BC)+ P(ABC).

Vastandsiindmusele lileminek nduab aga ilmselt vaiksemaid arvutusi:
P(A+B+C)=1-P(ABC).

8. TAISTOENAOSUSE VALEM

Moodustugu uksteist vdlistavatest elementaarsindmustest H,, H,,..., H, tdielik sisteem. Nimetame neid

sindmusi hiipoteesideks. Toimugu meid huvitav sindmus A vaid Gihega hiipoteesidest:
A=AH +AH,+..+ AH .

Selles seoses olevad liidetavad on (ksteist vélistavad siindmused, kuna hiipoteesid on Uksteist vélistavad.
Seega vOib kasutada (iksteist valistavate siindmuste tGendosuste liitmisteoreemi:

P(A)=3 P(AH,).

Korrutamisteoreemi abil
P(AH,)=P(H,)-P(AH,)



ja

P(A)=§P(Hi)-P(A|Hi).

Viimane ongi tdistéendosuse valem.

9. BAYESI VALEM (HUPOTEESI TINGLIK TOENAOSUS)

Tuletame valemi hiipoteesi H, tingliku téendosuse P(Hi |A) arvutamiseks.

Olgu antud hipoteeside tdielik sisteem H,, H,,..., H, ning olgu teada nende hiipoteeside tdendosused

P(H,), P(H,),..., P(H,). Tehakse katse, mille tulemuseks on mingi siindmus A, mille tinglikud tden&dosused
P(AJH,),P(AJH,)....,P(A[H,) olgu teada. Siis avaldub hiipoteesi H; tinglik tBenzosus jirgneva (Bayesi )
valemi kujul:

P(Hi)'P(A|Hi)

gP(Hi)'P(A|Hi).

P(H |A)=

Toestus. Vastavalt korrutamisteoreemile
P(AH;)=P(A)- P(Hi |A): P(H;)- P(A|Hi)’
millest
P(Hi)' P(A|Hi)
P(A)

Avaldades P(A) taistdendosuse valemi abil, saabki Bayesi valemi.

P(Hi|A)=

Bayesi valemi kasutamist noudvates Ulesannetes on iseloomulik, et kdigepealt pustitatakse hlipoteesid.
Seejarel tehakse katse, mille tulemus on teada. SOltuvalt katse tulemusest hinnatakse hiipoteeside esialgsed
téendosused imber.

10. BERNOULLI VALEM

Plstitame jargmise Ulesande. Leida t6endosus, et n Gthesuguse ja soltumatu katse tulemusel toimuks siindmus
A tapselt m korda. Olgu igal Uksikkatsel siindmuse A toimumise tdendosus konstantne: P(A)zp.

Vastandsiindmuse A toimumise t8endosus on siis P(A):l— p=q. Tahistame otsitava tdendosuse P, .

Toendosuse P arvutamine oleks liitmis- ja korrutamisteoreemi abil véimalik, kuid katsete arvu suurenedes

m,n

noduaks see mahukaid arvutusi. Tuletame arvutusi lihtsustava valemi.

Meid huvitab tdendosus, et siindmus A toimuks n katse puhul tapselt m korda, aga llejadanud n—m katse
puhul toimuks tema vastandsiindmus A. Seejuures pole tihtis, millistel katsetel sindmus A toimub. Erinevate



vOimaluste arvu siindmuse A toimumiseks tdpselt m korda n-kordsel katsetamisel annab kombinatsioonide arv
n elemendist m elemendi kaupa, st. C!' (selle tulemuseni jéudmiseks vdib siindmustele anda
jarjekorranumbrid). Uhe niisuguse kombinatsiooni naiteks oleks siindmus B mille puhul siindmus A toimub
esimese m katse korral ja vastandsiindmus A jargmise n—m katse korral:

B=AA..AAA. A.

m tegurit n—m tegurit

Kuna katsed on s6ltumatud, siis kasutades korrutamisteoreemi séltumatute sindmuste kohta, saame:
P(B)=P(A)P(A)..P(A)P(A)P(A)..P(A)=p"q" ™.

m tegurit n—m tegurit

Kuna siindmusega B analoogsed siindmused on Uksteist valistavad, siis vOib kasutada Uksteist valistavate

siindmuste liitmisteoreemi. Tulemuseks saame Bernoulli valemi:

m,.m.n-m __ n! m n—m
P.n=CipPq —mpq .

Stindmused, mis seisnevad siindmuse A toimumises n katsel 0,1, 2,..., n korda, on Uksteist vélistavad ning
moodustavad siindmuste tadieliku siisteemi. Seega Ulldiselt

Zn: P.n=1
m=0

ja

> Crphg" " =" +Crpg"t +...+Clp"g" " +..+ p" =(q+ p)" =1. (10.1)

m=0

n
Eelnevas =1-p. Kuna summa »'P, =~ on dhtlasi binoomi (q+ p)’ arenduseks, siis nimetatakse

m=0

t6endosuste jaotust kujul (10.1) binoomjaotuseks. Binoomjaotust kasitletakse ldhemalt edaspidi.

Toetudes analoogiale binoomiga, defineerime téendosusi P, | genereeriva funktsiooni ¢, (X) :

mn-m,,m

@, (X)=(q+px)" =q"x° +Crpq X +...+CIp"q X" +...+ p X"
(10.2)
P. . on genereerivas funktsioonis likme x™ kordaja.

Kui tehakse erinevates tingimustes (mitte Uhesugustes, nagu eespool) n séltumatut katset, kusjuures
sindmuse A toimumise tdendosus i-ndal katsel on p;, siis tdendosus P, =~ (et sindmus A toimuks n katsel

tapselt m korda) on leitav genereeriva funktsiooni y, (X) abil:

Wn(x):(ql_" plx)(%"' pzx)---(qn"‘ an), (10.3)
kus g, =1-p,. P, , onliikme x" kordaja.

Ndide 10.1: Leida margi tabamiste arvu tdendosuste jaotus viie sdltumatu lasu korral, kui margi tabamise
téendosus igal tksikul lasul on 0,6.

Lahendus: Ulesande tigimuste jargi n=5, p=0,6 ja q=0,4. Jarelikult genereeriv funktsioon (2) on

@ (x)=(0,4+0, 6X)5 =0,01024+0,0768x +0, 2304x” +0,3456x°> + 0,2592x"* + 0,07776X° .



Otsitavad tdendosused on astme X™ vastavad kordajad:

R.s =0,01024; P,s =0,0768; P, s =0,2304;
Py 5 =0,3456; P, s =0,2592; P, s =0,07776.
Kontroll:

5
z P.s=0,01024+0,0768+0,2304 +0,3456 +0,2592 +0,07776 =1.
m=0

Lahendus on seega Gige. Lahendusest ilmneb, et tdendoseim on viiel lasul tabada kolm korda.

Niide 10.2: Uksteise jirel saadetakse vilja neli raadiosignaali. Iga signaali vastuvétt on sdltumatu llejaanud
signaalide vastuvétust. Uksikute signaalide vastuvdtu tdendosused on 0,2 ; 0,3; 0,4 ; 0,5. Leida kolme
signaali vastuvotu tdendosus.
Lahendus: Kasutades valemit (3), saame:
w,(x)=(0,8+0,2x)(0,7+0,3x)(0,6+0,4x)(0,5+0,5x) =
=0,168+0,394x+0,32x* +0,106x® +0,012x" .
Otsitav P, , on x° kordajaks: P, , =0,106.

11. TOENAOSEIM SUNDMUSE TOIMUMISTE ARV

Stindmuse A toimumise tdendoseimaks arvuks n sdltumatu katse korral on m,, mille puhul tdendosus B ei
ole vdiksem (hestki teisest katsete arvu tbendosusest P, . Eelneva punkti teises ndites on

max Pk, ,=h ,=0,394.Seega m, =1, mis téhendab, et kdige tdendosem on iihe signaali vastuvétt.

Téendoseimat siindmuse toimumiste arvu on aga voéimalik lihtsamalt leida. lImselt

Pmo, n 2 I:>mo+l, n ja I:)m

Neist vOrratustest esimene annab vastavalt Bernoulli valemile
n! n! mp+1

>
b, N = "my-1,n"*

My =My n-my—1
mO!(n—mO)!p : 2(m0+1)!(n—m0—1)!p :
ehk
a ._bPp ,

n-m, m,+1
millest

m,g+qg=np—m,p
ja

m,(q+Pp)>np—q
ning 16puks

m, >np—g.
annab analoogsete teisenduste tulemusena
m, <np+p

Seos B, ,2F

my—1, n

ja seega kokkuvottes
np—gq<m,<np+p.



12. GEOMEETRILINE TOENAOSUS

Olgu igale elementaarsiindmusele seatud vastavaks punkt tasandil, kusjuures kdigi elementaarsindmuste
hulgale vastab tasandiline piirkond pindalaga S. Igale siindmusele A vastab teatav punktihulk selles tasandilises
piirkonnas ja sindmust A vdib vaadelda kui juhusliku punkti sattumist vastavasse osapiirkonda, mille pindala
olgu S, . Kui sisulistel kaalutlustel v8ib lugeda, et juhusliku punkti sattumise tdendosus mingisse osapiirkonda

on vordeline selle osapiirkonna pindalaga, siis
S

P(A)=-.

(A)=3

Seda tdenaosust nimetatakse siindmuse A geomeetriliseks toendaosuseks.

Geomeetrilist tdendosust kasutatakse lilesannetes, mida vdib taandada llesandele punkti juhusliku sattumise
kohta ruumi 16plikku piirkonda. Paneme veel tahele: et punkti pikkus, pindala vdi ruumala on 0, saame, et
geomeetrilise tdendosuse korral on iga elementaarsiindmuse tdendosus O.

Eelnevas piirduti kahem&dtmelise juhuga. Uhemd&tmeline ja kolmem&dtmeline juht erinevad ainult selle
poolest, et pindala asemel on seal vastavalt kas pikkus v8i ruumala.

Naide 12.1: Egiptuse liinibuss saabub peatusesse juhuslikult ajavahemikus 8:00 kuni 20.00. Turist hakkab bussi
ootama kell 12:00 ning ootab maksimaalselt poolteist tundi. Leida tGendosus, et ta saab bussi peale.
Geomeetrilise tdendosuse korral ei ole oluline see, mis kell turist bussi ootama hakkas vaid see, kaua ta vastu

peab. Antud juhul poolteist tundi. Otsitav tdendosus on siis

90 1
Lahendus: —— = =.
1260 8

Naide 12.2: Kaks isikut leppisid kokku kohtuda teatud kohas ajavahemiku T jooksul. Leida tdendosus, et
kohtumine toimub, kui isikute saabumishetked on sdltumatud ja esimesena saabuja ei oota kauem kui t.
Lahendus: Tahistame Uhe isiku saabumishetke tahega x ja teise saabumishetke tahega y.
Elementaarsiindmuste
ruum on nitud Q = [0,T] X [0, T]. Et kohtumine toimuks, on tarvis, et |x — y| < t.
Seega meid huvitav siindmus on

A={(x,y) €[0,T] x[0,T]:|x —y| < t}.
Geomeetriline tdendosus on seega
S;(4) T?—(T—-1t)?

PO=5 =" 1

13. SOLTUMATUD SUNDMUSED

Vaga sageli on intuitiivselt selge, et lihe katse tulemus on téiesti sOltumatu teise katse tulemusest. Sellisel
juhul on ka iga esimese katse tulemusega maadratud sindmus s6ltumatu teise katse tulemusest sdltuva
sindmusega: sindmused on séltumatud. SGltumatute siindmuste A ja B korral ei mojuta A toimumine voi
mittetoimumine kuidagi B toimumist. Siit jareldub, et A toimumine ei muuda B toimumise tdendosust, st
P(B|A) = P(B). Tingliku tdendosuse definitsioonist saame, toodud v&rdus on ekvivalentne jargmise
vordusega:



P(AB) = P(A)P(B).
Definitsioon 13.1: Siindmusi A ja B nimetatakse sdltumatuteks, kui kehtib P(AB) = P(A)P(B).

Markused:
1. Erinevalt tingliku tdendosuse definitsioonist vdib nii A kui ka B tdendosus olla 0.
2. Kui A ja B on sdltumatud, siis on séltumatud ka stindmused

a. AjaB
b. Bjad
c. AjaB

3. Sindmus, mille tdenaosus on 0 v3i 1 on sbltumatu igast teisest sindmustest, kaasaarvatud iseendast.
4. Kui A ja B on sdltumatud ja P(A4) > 0 ning P(B) > 0, siis P(A|B) = A ja P(A|B) = B. Ulaltoodust
jareldub, et sellisel juhul ka P(A|B) = A, P(A|B) = Aja P(A|B) = A.

Sageli informatsioon Uihe siindmuse toimumise kohta suurendab véi vahendab teise siindmuse toimumise
tdendosust. Sel juhul on tegemist soltuvate ehk korreleeritud siindmustega.

Definitsioon 13.2: Sindmusi A ja B nimetatakse positiivselt korreleerituteks, kui P(A|B) > P(A)ning
negatiivselt korreleerituteks, kui P(A|B) < P(A).

Enam kui kahe siindmuse séltumatus defineeritakse jargmiselt.

Definitsioon 13.3: Siindmusi A1, ... , An nimetatakse séltumatuteks, kuiiga arvu k € {2,3, ...,n} ja iga vorratusi
1 <i1<i2< - < ik < nrahuldava indeksite komplekti korral kehtib vérdus
P(Ai1-Ai2- ... - Aik) = P(Ai1)P(Ai2) ... P(Aik). (13.1)

Definitsioonist tuleneb, et kolm stindmust 4, B ja C on taielikult sdltumatud, kui kehtivad vérdused
P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(C), P(BC) = P(B)P(C)
P(ABC) = P(A)P(B)P(C).
Seega A1, ... , An 0On sbltumatud, kui k8ik paarid Ai, 4j (i < j) on s6ltumatud, kdik kolmikud Ai, Aj, Ak (i < j < k)
on s6ltumatud, kéik nelikud on séltumatud jne.

Definitsioon 13.4: Stindmusi A1, ... , An nimetatakse paarikaupa soltumatuteks, kui k8ik paarid 4;, 4j (1 < i <
j < n) on s6ltumatud.

Kahe suindmuse korral langevad sdltumatus ja paarikaupa séltumatus kokku. Uldiselt see nii pole: sdltumatud
siindmused on ka paarikaupa séltumatud , kuid paarikaupa sdltumatud siindmused ei pruugi sdltumatud olla.

Margime veel, et Idpmatut hulka sindmusi {4,}(v6ib olla mitteloenduv) nimetatakse séltumatuteks, kui iga
16plik alamhulk sindmusi on séltumatud.

Definitsioon 13.5: Olgu B mingi positivse tdendosusega sindmus, st P(B) > 0. Sundmusi Az, ..., An
nimetatakse tinglikult séltumatuks tingimusel et B on toimunud, kui iga arvu k € {2,3,...,n} ja iga vorratusi
1 < i1 <i2 < ..< ik £ nrahuldava indeksite komplekti korral kehtib vordus

P(Ajy - Aiz + -~ Ai|B) = P(Aj1|1B)P(A;2|B) ... P(Ai|B). (13.2)

Seega tinglik sbltumatus pole midagi muud kui séltumatus tdendosusmdddu Q(A) := P(A|B) korral.



